Guillermo Sienra

Un fractal es un objeto geométrico cuya complicada configuracion se repite, al
menos de manera aproximada, en diferentes escalas de magnitud. El término “fractal”
fue propuesto por Benoit Mandelbrot en 1975 basado en el Latin fractus, que significa
quebrado o fracturado. Muchas estructuras naturales son de tipo fractal. Los perfiles
de las montafas, las lineas costeras, el sistema circulatorio de un vegetal o de un ani-
mal o los contornos de las nubes presentan configuraciones de tipo fractal.

Los fractales son demasiado irregulares para ser descritos en términos de la geome-
tria euclidiana, pues poseen detalles caracteristicos a cualquier escala de observacion.

En este trabajo se analizan fractales producidos por algoritmos recursivos o repe-

titivos, llamados sistemas dindmicos y se muestran las imagenes que éstos generan.

uchas de las imdgenes matemadticas més enigmadticas y que mds interés e influen-

cia han tenido recientemente son generadas por lo que se conoce como sistemas

dindmicos en el plano. Su belleza es un reflejo de las matematicas que se escon-

den en su interior. La intencién de este articulo es tratar de explicar de manera
sencilla estos conceptos.

Histéricamente los matemdticos franceses Gaston Julia (1893-1978) y Pierre J. L. Fatou
(1878-1929) fueron los primeros en darse cuenta de estas cuestiones e iniciaron con sus traba-
jos pioneros el estudio dindmico que describiremos a continuacién: una historia de estos des-
cubrimientos se puede encontrar muy bien expuesta en Alexander (1994). Posteriormente a
estos trabajos, publicados antes de 1930, no hubo un estudio especifico de la teorfa de estos sis-

temas hasta mediados de los setentas, pero desde entonces se han hecho muchas investigacio-
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nes importantes. Diferentes ramas de las mate-
méticas tienen aplicaciones concretas en este
campo, y se ha visto que muchos resultados de

otras teorfas ayudan a explicar esta situacién.

1.

Sabemos que los puntos en un plano se

escriben como parejas (x,y), donde las va-

riables x y y son ndmeros reales. A los
puntos del plano se les puede dar una estruc-
tura algebraica que permite multiplicar unos
con otros y se define de la siguiente manera: a
cada pareja (x,y) le asociamos un objeto de la
forma x + iy, que los matemdticos conocen
como ndmero complejo. Cualesquiera dos nu-
meros complejos ¥ = x; + iy, y w = x, + iy,, se
pueden sumar y multiplicar de la siguiente
forma: z + w = (x, + x,) +i(y, +y,), 2w = x,x, —
i3, + 0y, +yix).

Denotemos por C al conjunto de todos los
nidmeros complejos, con la suma y el producto
que ya hemos descrito. El origen es el punto
0=0+10.

Los ndmeros complejos también pueden
describirse en términos de coordenadas pola-

2,2 . .
res: denotemos por |Z|=x +y° la distancia

de z al origen. Si consideramos la igualdad
conocida en los libros de niimeros complejos:
e’ = cosf +isend, entonces se puede ver que
F=Xx+1y= |z| (cosO+isenB), donde 6 es el 4n-
gulo entre el eje real y el vector z. En algunos
casos usaremos la notacién exp(w) en lugar
de ev.

Definamos ahora un sistema dindmico en C.
Para ello es necesario considerar una funcién
f:C—C. Aqui cabe mencionar que se dis-
tinguen diferentes categorfas segin las propie-
dades de la funcién f; por ejemplo si es conti-
nua, diferenciable u holomorfa. En cada caso
las propiedades dindmicas generales serdn es-
pecificas a su categorfa. Entonces la compo-
sicién fof : C—C, que se obtiene aplicando
nuevamente la funcién f al resultado f(z), es

también una funcién. Asf sucesivamente, cual-
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quier composicién fofo...ofes una funcién
del plano en el plano y denotaremos por f* a la
composicién de f, n veces.

El problema ahora es el siguiente: si se
tiene € C, determinar los puntos f(z),
2 (2)yer, f*(2),... Este conjunto de puntos en el
plano se llama la 6rbita del punto z, y la deno-
tamos por o(z).

Si 0(z) resulta un conjunto finito con k ele-
mentos, decimos que g es un punto peridédico.
Decimos que z es un punto de periodo m si m
es el nimero més pequefio tal que f™(z) = z. Mds
atn, si k=1, decimos que z es un punto fijo, es
decir, f(z)=z.

Los puntos de o(z) pueden tender o no a
infinito. Si no tienden a infinito decimos que
la 6rbita o(z) es acotada.

2.

En este momento necesitamos un ejemplo.

Consideremos para ello la funcién f(z) =

2*. Si queremos saber cuiles son los puntos
fijos de la dindmica de f, tenemos que resolver
la ecuacién f(z) = z. Esto es 2* = z, lo que impli-
caquez’ —z=0yporlotantoz =0y 1.

Si queremos encontrar puntos de periodo
dos, tenemos que resolver la ecuacién f(f(z))
= gz, esto es ¢t = gz, es decir 2(£-1)=0, lo
que implica 7 = 0 (que es punto fijo) o bien
%= exp(2mik/3), k = 0,1,2, en descripcién po-
lar. Para k = O tenemos z, = 1, que también es
punto fijo, pero ademds tenemos que f(z,) = 2,
y f(z,) = %, Por lo que z, y 2, son puntos de pe-
riodo 2.

En general, si queremos determinar puntos
de periodo n, tenemos que resolver la ecua-
cién ' = 7, es decir z(z¥ ! —1)= 0. Entonces
2 =00 z=exp(2mik/2_1). Y se hace un andli-
sis como el que se hizo en el parrafo de arriba
para determinar los puntos que son exacta-
mente de periodo n. Una observacién impor-
tante es que todos estos puntos periddicos tie-
nen distancia al origen igual a 1, y sobre todo

son densos en el circulo de todos los complejos
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de norma uno. Esto es, entre cualesquiera dos
de ellos siempre hay otro en medio.

También podemos observar que si |Z|<1,
entonces |f(z)| <|z|, por lo que sucesivamente
tendremos que |f"(z)| tiende a O si n tiende a
infinito, y por tanto o(z) es acotada. Lo opues-
to sucede si [2| > 1, ya que en este caso resulta
que |f" (Z)| tiende a infinito cuando n tiende a
infinito; entonces, o(z) es no acotada. Obsér-
vese que en la frontera de los acotados est4 el
circulo de los complejos de norma igual a 1, y
tienen también su 6rbita acotada.

La dualidad que hemos expuesto nos per-
mite crear nuestra primera figura de la siguien-
te forma: pintemos de negro los puntos z para
los cuales o(z) es acotada y de blanco los z
tales que o(z) no es acotada.

Nuestra figura es entonces un disco negro
(de radio 1) sobre fondo blanco.

Notemos que los puntos en el circulo uni-
tario son expansivos, en el sentido de que para
cualquier punto del circulo unitario, hay pun-
tos tan cercanos a él como se quiera, y tal que
o(w) tiende a 0 0 a oco.

3.

Lo més natural es generalizar ahora el ejem-

plo anterior, que es un polinomio cuadrati-

co en la variable z. Por ello nos conviene
pensar en las funciones del tipo f.(z) = 2> + ¢,
donde c es cualquier ndmero complejo.

Para cualquier 7 € C, tenemos que su drbita
bajo la funcién f. es x— drc—(F+e)+
c—=((z* +¢)* +¢)’ +c — ... El lector notara que
tratar de encontrar puntos periédicos es en
general muy dificil. Sin embargo aqui las com-
putadoras nos sirven de laboratorio. Para este
fin, fijemos un complejo ¢ y digdmosle a la com-
putadora que pinte de negro los puntos cuyas
6rbitas son acotadas y de blanco aquellas que
no lo son.

Si ¢ = 0.25, veremos la Figura 1; parac = -0.7 +
2i, veremos la Figura 3. Estas figuras describen la
dualidad de la que hemos estado hablando.
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El conjunto de puntos cuya 6rbita bajo f, no se va a infinito
se le llama el conjunto de Julia lleno de f.. A los puntos que estan
en el borde de este conjunto se les llama simplemente el con-
junto de Julia de f. y se denota por J(f,). Al complemento del
conjunto de Julia se le llama el conjunto de Fatou.

Estas figuras matemadticas que tienen bordes “corrugados” re-
ciben el nombre genérico de fractales. Podemos decir que un
fractal es un objeto geométrico cuya estructura bésica se repite
en diferentes escalas. En muchos casos, como el nuestro, los
fractales pueden ser generados por un proceso recursivo o ite-
rativo (repeticién de los mismos pasos) capaz de producir es-
tructuras autosimilares independientemente de la escala espe-
cifica. Los fractales son estructuras geométricas que combinan
irregularidad y estructura. Segin algunos expertos, contribuyen

con una nueva manera de modelar la naturaleza o inclusive per-




I Fractales y dindmica: imagenes en la matematica

miten abordar problemas en ciencias sociales (véase

Clarke, 2004; Mandelbrot, 2004 y Peitgen, 1989).

4,

Pero, ;qué informacién sobre la dindmica de f, nos

dan estas figuras? Sabemos que si escogemos z en la

parte negra, cada punto en su 6rbita permanece en
la parte negra; si escogemos en la parte que no es negra,
entonces toda su érbita estd en la parte que no es negra
y, mas ain, los puntos de su 6rbita tienden al infinito.
También se sabe que las iteraciones de puntos en el
conjunto de Julia permanecen en el conjunto de Julia.
Y es un resultado de la teorfa que los puntos periédicos

expansivos son siempre densos en el conjunto de Julia;

Figura 1.

| Figura 2.
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como en el ejemplo que vimos de f(z) = 2. El lector interesado

en las demostraciones de estos resultados puede consultar Mil-
nor (2006).
De lo expuesto anteriormente se deduce que los pun-
tos en el conjunto de Julia tienen la propiedad de que
hay puntos vecinos tan cercanos a él como se quiera,
de forma que las 6rbitas de estos puntos tienden a
lugares muy diferentes. Los matemdticos dicen en-
tonces, que el conjunto de Julia es cadtico. El de caos
es un concepto que se ha colado en casi todas las
ramas del conocimiento, y estd indisolublemente liga-

do a los fractales.

5.
Notemos que si f(z) = 2% + ¢, entonces al calcular su de-
rivada obtenemos que f(z) = 2z, y si la evaluamos en el ori-
gen, obtenemos f’(0) = 0. Es decir, el origen es un punto
critico de la funcién, y esto se traduce diciendo que la funcién
no es biyectiva ni conserva dngulos en una vecindad del 0.
Ademas, es al tinico punto del plano al que le pasa esto. Lo ante-
rior quiere decir, entonces, que tenemos un punto especial.
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Definiremos ahora el famoso conjunto de Mandel-
brot. Este conjunto estd contenido en el plano y clasi-
fica la dindmica de las funciones f.. Un punto ¢ perte-
nece al conjunto de Mandelbrot si la 6rbita del cero no
tiende a infinito al aplicarle la funcién f.. En la Figura
4 hemos plasmado el resultado de este algoritmo, y el
objeto en negro es precisamente este conjunto.

Los pioneros en la investigacién del conjunto de
Mandelbrot fueron Douady y Hubbard, quienes a prin-
cipios de los ochentas demostraron que es un conjunto
conexo; es decir, no estd separado en pedazos.

Un resultado importante de sus trabajos es que si un
punto c estd en el conjunto de Mandelbrot, entonces el
conjunto de Julia J(f.) es conexo, y si no, J(f,) estd forma-
do por un conjunto inconexo de puntos. Por ejemplo,
en las funciones que escogimos en la seccién 3 tenemos
primero que ¢ = 0.25; de la Figura 1 vemos que su con-
junto de Julia J(f ,;) es conexo, y por tanto 0.25 estd en
el conjunto de Mandelbrot. Similarmente, el comple-
jo i estd en este conjunto. Sin embargo, el complejo

-0.766 + 0.15i no lo esta, como lo indica la Figura 3. )
Figura 3.

De hecho el punto ¢ = 0 estd dentro de la llamada
cardioide del conjunto de Mandelbrot, y el punto ¢ =

0.25 estd en el vértice. En general, si tomamos cual-
quier punto dentro de la cardioide o en su frontera, se
tiene que el conjunto de Julia de la funcién f. es una
deformacién del circulo. Por ejemplo, esto ocurre en la
Figura 2, donde ¢ = 0.7 + 0.2i.

En las Figuras 5 y 6 tenemos acercamientos y detalles
de conjuntos de Julia correspondientes a ¢ = —1.152 +
0.2695i, —1,417 + Qi, respectivamente. Ambos estdn en
el conjunto de Mandelbrot.

Las Figuras 7 a 11 son detalles del conjunto de Man-
delbrot. De la figura 7 a 9 tenemos los aumentos su-
cesivos de la region central. Es la regién que se conoce
como “duplicacién de periodo”. Se ha descubierto que
esta cascada de duplicaciones es comin en fenémenos
dindmicos, y es una ruta al caos en dindmica de varia-

ble real. El estudio de esta cascada llevé al fisico Feigen-
baum a establecer su constante universal (véase Clarke,
2004).

La Figura 12 es el tricornio, descubierto por J. Mil-
nor, y es el equivalente al conjunto de Mandelbrot, de

la familia f.(z) = conj(z) + ¢; donde conj(z) = x —yi es el

conjugado de z = x + yi. | Figura 4.
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Figura 5.

Figura 6.
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Figura 7.

Figura 8.
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Figura 9. Figura 11.
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Figura 10. Figura 12.
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Otras funciones generan también conjun-
tos de Julia u otros conjuntos fractales.

Las figuras numeradas de este articulo han
sido generadas con el programa FRACTAL
del Laboratorio de Dindmica no Lineal, en

una versién de Ramén Ramirez Guzman.
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