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Historia del
DETERMINANTE

En el area de las matematicas, y otras afines, el determinante tiene un
sinfin de aplicaciones; gracias a su versatilidad se puede conocer la re-
lacion de los estados de cualquier sistema. En esta resefia se presenta
el desarrollo de la teoria de los determinantes, resultado del trabajo
y las contribuciones de muchos cientificos desde el siglo i antes de

nuestra era.

~ ] determinante es un funcional (una funcién de funciones) en donde
se relacionan los renglones y las columnas de una matriz de orden
nXn,n€Z,, a través de sumatorias con respecto a sus menores

e principales.
El determinante tiene un sinfin de aplicaciones; por ejemplo,
el control en la estimacién de pardmetros en sistemas tipo caja
negra, que requiere para ello de la inversa o de la pseudoin-
versa. En economia, se utiliza para encontrar los puntos de
equilibrio de un sistema financiero descrito matricial-
mente (Figura 1); en ingenierfa, para optimizar proce-
sos; en geometria computacional, para el cdlculo de




cascos convexos y diagramas de Voronoi (Figura 2). Y en general, en matemadticas
se utiliza para saber si un sistema de ecuaciones tiene solucién, en el cilculo de
reas y volimenes (Figura 3), asf como en la formulacién de ecuaciones de objetos
geométricos como rectas, circulos, elipses, pardbolas, planos, esferas, etcétera.

La versatilidad de la teorfa alrededor del determinante y sus miiltiples apli-
caciones nos permiten conocer la relacién de los estados de cualquier sistema.
Esta teorfa es resultado del trabajo de muchos cientificos desde el siglo 111 antes de

nuestra era.

@ Aportaciones en Asia
La primera cultura de la que se tiene registro que incursioné en el plantea-

miento de sistemas de ecuaciones y su solucién fue la china, ya que en ella se
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desarrollé el interés por describir y resolver sistemas de
ecuaciones relacionadas con la obtencién de cuadrados
miégicos. De ello dejaron registro en cafias de bambu
encontradas en diferentes lugares con una tabla de
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Figura 3. Volumen de una esfera.
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cdlculo con los coeficientes de las incégnitas de un
sistema de ecuaciones lineales; restando filas y colum-
nas, desarrollaron asf una forma sencilla de resolver un
sistema de ecuaciones. Otra evidencia de la incursién
de dicha cultura en este tema se encuentra en el tl-
timo problema del octavo capitulo del libro Jiuzhang
Suanshu (Nueve capitulos del arte matemdtica) (Figura
4), escrito en el siglo 111 a. n. e., donde se plantea la re-
solucién de un sistema de cuatro ecuaciones con cinco
incégnitas.

La segunda cultura que abordé este tema fue la japo-
nesa. Al matematico y samurdi Seki Kowa (1642-1708)
se le da el crédito por la invencién de los determinan-
tes. Seki emprendié estudios sobre la teoria de las ecua-
ciones segtin los métodos de los matemdticos chinos.
En 1683 introdujo el tema de los determinantes en el
Kai Fukundai no Ho (Método de solucién de problemas
Fukundai). Con el proceso llamado tatmu, derivé las
ecuaciones lineales de dos ecuaciones cuadraticas y
encontré su determinante. También simplificé deter-
minantes de grado mayor a 2 al identificar el factor co-
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IFigura 4. Una pégina de Nueve capitulos del arte matematica.



mun de una determinada fila. Seki formulé el concepto
de determinante y establecié muchas de sus propiedades,
asf como la forma de describir qué términos son positi-
vos y cudles son negativos en la expansién a través de

sus menores principales.

@ Aportaciones en Europa

En Europa, los determinantes aparecieron en la li-
teratura matemdtica mas de un siglo antes que las ma-
trices. El término matriz fue usado por primera vez por
James Joseph Sylvester (1814-1897).

El 28 de abril de 1693, el diplomdtico y filésofo ale-
man Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) escribié
una carta a Guillaume Francois Antoine (1661-1704),
marqués de I'Hopital, en la que resolvia el sistema de
ecuaciones (1), (2) y (3).

10+11x+12y=0 (1)
20421x+22y=0 (2)
30+31x+32y=0 (3)

Describié la disposicién de los coeficientes de (1), (2)
y (3) con nimeros con subindices. El nimero indica la
ecuacién a la que pertenece y el subindice sefiala el ele-

mento dentro de la ecuacién, como se observa en (4).

—_

1 2

i 4)

2

2
3

0
0
0

1

W D =
[OSINS

1

Esto corresponde término a término entre (1), (2), (3)
a (4), como se observa en (5).

1,=10, 1, =11, 1, =12
2,=20, 2, =21, 2, =21 (5)
3, =30, 3, =31, 3, =32.

Para explicar lo que hizo Leibniz, en (6) se desarrolla
de manera ampliada.

(6)
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El producto en (6) se describe a continuacién:

1, %2, %3, +1, %2, %3 +1) %2, %3, —
35 %2, %1, =3 %2, %1 —3, %2 *1,.

Y corresponden (7) a (6) con respecto a las ecuaciones

(1), (2)y ).

102132+ 11%22%30+12%20% 31—

30%21%12—-31%22+10-32%20*%11=0. ()
Leibniz identificé que los productos sefialados con las
flechas hacia abajo (color azul) eran equivalentes a
los productos de las flechas hacia arriba (color rojo).
Concluyé que existen una x y una y que satisfacen a
(1), (2) y (3), con lo que proporcioné la nocién de la
descripcién del determinante por permutaciones que
actualmente se utiliza.

En 1748, dos afios después de la muerte del ma-
temdtico britanico Colin Maclaurin (1698-1746), se
publicé su tratado de dlgebra, donde exponia la resolu-
cién de sistemas de dos y tres ecuaciones con el mismo
nimero de incdgnitas; asi llegd a lo que hoy conoce-
mos como el determinante de segundo y tercer grado.

Por su parte, el matematico suizo Gabriel Cramer
(1704-1752) public6 en 1750 el tratado de geometria
Introduccion al andlisis de las lineas curvas algebraicas
(Figura 5), donde proponia la solucién de sistemas de
ecuaciones lineales con el mismo nimero de incégni-
tas y ecuaciones. El método es similar al publicado en
el tratado de 4lgebra de Maclaurin, pero es mds conoci-
do por su claridad de notacién y generalizacién.

Cramer desarroll6 la notacién de ecuaciones lineales
de acuerdo con (8), donde se representan los coeficien-
tes como letras con superindices y donde las letras ma-

yusculas indican la columna y el superindice, el renglén.

Al =7l + Viy+ Xx+ Vie+...
Al =722+ YViy+20x+ Vi +... (8)
A3 =32+ Viy+ 0%+ Viu+...

Utilizando esta notacién, propuso la solucién del sis-
tema de ecuaciones (9) y (10) a través de (11) y (12);
al igual que el de (13), (14) y (15) por medio de (16),
(17) y (18).
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I Tratado de geometria de Cramer (1750).

Al =Z1z+Yly
Al =Z2:+Y2y

Alyz _AZYI
= Zlyz _ZZYl
ZIAZ _ ZZAI
= Zlyz _ ZZyl
Al = Zlz+ Y1y + X1x
Al =Z2x+ Y2y + X2x
A3 =23+ Y3y + X%

CAY2XO - AlY3X2 — AZYIXO + ASYIXZ + AZY X! — AJY2X!

9)
(10)

(11)

(12)

(13)
(14)
(15)

De esta forma se resuelve un sistema de ecuaciones
lineales con el mismo nimero de incégnitas y ecua-
ciones.

En 1771 Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-
1796) realizo la primera exposicién 16gica y formal de la
teoria de los determinantes, reconociéndolos como fun-
ciones independientes. Describié la matriz —que ahora
lleva su nombre— como la matriz cuadrada (19).

0 0 0 0 0
(11 az a3 (14 an
11 1 1
al az a3 a4 an
T ) 2
= |4 4 43 9 s (19)
. a’ ad a3 al al
1 2 3 4 n
n n n n n
(47 4 43 dy a,

Los elementos de la matriz (19) son descritos de la for-

renglén

maa ; es decir, se utilizan los subindices y superin-

columna

dices para indicar la disposicién de cada elemento en la
matriz V _ . De tal forma, el determinante de la matriz

(19) es ciesncrito en (20).

(20)

n—1
(s,
] 1
i=1
i
Para clarificar este método, daremos un ejemplo. Su-

pongamos que se quiere encontrar el determinante de
la matriz descrita en (21).

1 1 1
Ayy= o @ a (21)
ai aj @

De acuerdo con lo que escribié Vandermonde, el de-
terminante en (21) es descrito por el producto de los

Z1Y2X3 — Z1Y3X2 - 22100 + 22Y3X! 4+ Z3YIX2 - 23Y2X!

ZVAX3 — ZIABX? — Z2A1X3 + Z3AIX? + Z2A3X! - 23 AX!

(16)

Y

_ZIY2A3 —ZIY3A2 —Z2YIAD 4 Z3YIAL 4 Z2Y3AL - 23Y2Al

T ZIY2X0 - ZYIX2 - 22100 + 22Y3X + Y IX2 - 23Y2X]

(17)

X =
ZY2X3 — Z1Y3X2 — Z2Y1X3 + 22Y3X! + 23Y1X2 - 23Y2X!
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binomios en (22), donde se cumple que i=1, (n—1)
secapara j>1yjTne Z, , de acuerdo con (20).

Al =(a, —a,Na; —a,)a; —a,) (22)

Al desarrollar (22), se tiene (23), que equivale a calcu-
lar el determinante por sus menores.

2

|A‘=a%a% —ajay—a L

214 2 1
faj +ajal +aja; —aja (23)

Abhora para la matriz |A‘ s

0 0

o= [24]
22 11
a4

Su menor, que en este caso corresponde al determinan-
te de la matriz A, ) , estd descrito en (24).

|A| = (¢, —a,)a, - a,) (24)
Al desarrollar, el producto de (24) corresponde a (25).
|A‘ = a)al —alal (25)

En el caso del sistema (1), (2) y (3), éste corresponde
al sistema (26).

10 11 12 |[x 0
20 21 22|y |=10 (26)
30 31 32|« 0

Si consideramos que:

10 11 12
A=120 21 22
30 31 32

y su determinante descrito con (23), se tiene (27).

|A|=(32)21)-22)(31)-(20)(32)+

(27)
22)31)+(31)(20)- (20)(31)

El resultado de (27) es ‘A‘ =0.
En 1772 Pierre-Simon Laplace (1749-1827) gene-

ralizé el método de Vandermonde para el desarrollo de
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los determinantes en productos de menores, y presentd
el método general de la expansién de un determinante
en términos de sus menores complementarios.

Al afio siguiente Joseph-Louis de Lagrange (1736-
1813) expuso la solucién de determinantes de segundo
y tercer orden vy los utilizé para fines distintos al de la
solucién de ecuaciones simultdneas.

En 1801 Carl Friedrich Gauss (1777-1855) utilizé
la palabra determinante en su teorfa de ndmeros. Se refi-
ri6 al discriminante cudntico, con lo que se acercd al teo-
rema de multiplicacién de determinantes. Para 1812,
Jacques Philippe Marie Binet (1786-1856) presenté en
la Academia de Ciencias de Francia un articulo con el
teorema de la multiplicacién de determinantes. El mis-
mo dfa, el también matemadtico francés Agustin Louis
Cauchy (1789-1857) publicé en la misma academia un
articulo sobre el mismo teorema. Utilizaba la palabra
determinante de Gauss en su sentido actual, con lo que
mejord la notacién, y presenté una prueba mds satis-
factoria que la de Binet.

En 1815 Cauchy publicé una memoria en la que
mejoraba el desarrollo de Laplace; en ella proporcio-
naba la primera exposicion sistematica de los deter-
minantes mediante la disposicién de los elementos en
filas y columnas y la notacién de los indices dobles ag ,
asi como con el término ecuacion caracteristica para
p(A)=0, donde p representa un polinomio caracterfs-
tico matricial. En esa memoria se encuentran numero-
sos teoremas generales, como el de la multiplicacién de
los determinantes descrito en (28).

(28)

c!
i

b/

a’l
1

al
1

donde

y |b1] son determinantes de orden n'y

J_ k1.
¢ = kaibk.

El término de filai y columna j del producto es la suma
de los productos de los elementos correspondientes de
la fila i de ‘af‘ y de la columna j de ‘bl’| Asi, Cauchy
mejoré el desarrollo de Laplace de los determinantes.
En 1829 el matemdtico aleman Carl Gustav Jakob
Jacobi (1804-1851) utilizé por primera vez los deter-
minantes funcionales, que més tarde fueron llamados

jacobianos por Sylvester en sus memorias del Jowrnal

enero-marzo de 2016 » clencila 6 5
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Crelle en 1841. Sylvester también contribuyé al estudio
de los determinantes de una manera continua durante
més de 50 afios. Una de sus aportaciones principales a
esta teorfa consiste en un método més eficaz para eli-
minar la incégnita de dos ecuaciones polinémicas de
grados n y m.

Veamos ahora el sistema descrito en (29), (30) y (31).

4x+Ty+3z=-6 (29)
Tx+3y+6z=0 (30)
x+5y+9z=-1 (31)

Este se ve en forma matricial en (32).

X

y|=1]0 (32)
z

Lo que se puede ver simbdlicamente en (33).

[A] (C] =[B] (33)

r=3Xc=3 r=3Xc=1 r=3Xc=1

En (33) r indica el ndmero de renglén; y ¢, el ndmero
de columna de cada matriz.

El sistema (29), (30) y (31), representado matri-
cialmente en (32), tiene solucién si el determinante de
[A] es diferente de O (se escribe simbdlicamente como
det[A]#0), ya que la inversa de [A] para encontrar al
vector [X] estd definida por el cociente de la adjunta

de [A] (que simbédlicamente es Adj[A]) con respecto
AdjlA]

det[A] ?
triz adjunta est4 definida por la matriz transpuesta de la

matriz de cofactores (Adj[A]=(Cof[A])T) y la matriz de

cofactores Cof[A] se construye a través de los determi-

al determinante de [A]; es decir, en donde la ma-

nantes de los menores de [A]. Cada menor de la matriz
[A] se describe en (34); se indica con r al renglén y con
¢ a la columna, en ambos casos, tomando en cuenta la
ubicacién del menor considerado.

i -1 r=l+c=1 _3 6_ -1 r=l+c=2 _7 6_
(1) ldet 5 9] [(=1) ldet i
_1)r=2+c=1 _7 3_ _1\r=2+c=2 _4 3_
[(=1) Idet 5 9 [(=1) ldet 1 9]
_1)r=3+c=1 _7 3_ _1\r=3+c=2 _4 3_
_[( 1) Idet 5 6l [(=1) ldet 7 ¢
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[(_1)r=1+c=3 ] det

7
1
[(=1)=2+=3 ] det ‘1¥
[(_1)7:3+c:3 ]det ;’

De donde (34) se reduce a la forma (35).

[(=D?1(=3) [(=D*1GD  [(=DH(32)
[(=1)°1(48) [(=D*I(33) [(=1)°1(13) (35)
[(=D*1(54) [(=1)°13) [(=D°1(=37)

Y la matriz de cofactores (35) se reduce ain mds con-
siderando los signos con sus exponentes, como se ob-
serva en (36).

-3 =57 31
Cof[A]=|-48 33 -13 (36)
54 -3 =37

Ahora la matriz adjunta es la transpuesta de la matriz
de cofactores, como se observa en (37).

—3 —48 54
AdilAl=|-57 33 -3 (37)
32 -13 -37

De acuerdo con (32), el determinante de A se describe
por los menores principales y sus coeficientes, en (38).

det(A) = [(=1)=1+=1 | 4 5 dec|

(D=2 7 der T O]4 (38)

—_ —_—] U W
L O O\I O O

[(_1)r:1+c:3] % 3% det-

Esto da como resultado =315 unidades. Al realizar la
divisién de (37) con respecto a (38), se tiene la inversa

de la matriz [A] en (39).

0.0095 0.1524 -0.1714
0.1810 -0.1048 0.0095 (39)
-0.1016 0.0413 0.1175

ITN/[A]3><3 =

[t Bk |U] hat



Y al multiplicar a (39) por el vector

-6
bl =] 0 |,

se tiene la solucién del sistema planteado en (32), en

donde [X]3><1 = inv[A]3X3[b]3X1, y da como resultado el
descrito en (40).
x3 0.1143
x? =1-1.0952 (40)
X | 0.7270

Sylvester encontrd que si el determinante de (38) era
nulo, era condicién necesaria y suficiente para que el
sistema de ecuaciones (29), (30) y (31), descrito en
(32), matemdaticamente tuviera una raiz en comdn.

Entre las aportaciones de Arthur Cayley (1821-
1895), fundador de la teorfa de las matrices, se encuen-
tra la notacién de matrices que actualmente utilizamos,
la matriz nula y unitaria, y la inversa de una matriz.
Con su trabajo enriquecio la teorfa de los determinan-
tes. Durante el dltimo cuarto del siglo x1x, el matema-
tico britdnico Charles Lutwidge Dogson (1832-1898)
—mejor conocido por el seudénimo de Lewis Carroll-y
algunos otros estudiosos, también enriquecieron la teo-
rfa de los determinantes con operaciones numéricas,
asf como con resultados nuevos y complementarios a
los ya desarrollados por sus antecesores.
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