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Introduccién
o Cuéanta gente conffa ciegamente en los resultados
que arroja una computadora? ;Qué peligro plan-
tean para la precisién de los calculos cientificos
realizados por computadora las velocidades de pro-
cesamiento cada vez mayores? En casi todas las ramas de
la ciencia, si no es que en todas, se utiliza alguna expre-
si6n numérica que involucra célculos. Adn la més rebus-
cada ecuacién cientifica, si dispone de solucién numé-
rica, se resuelve con operaciones aritméticas fundamen-
tales. Pero como todas las herramientas construidas por
el ser humano, la computadora tiene sus limitaciones.
Durante la Guerra del Golfo, el 25 de febrero de
1991, un projectil Scud iraqui hizo blanco en la base
militar de Dahrahn en la Arabia Saudita, matando a
veintiocho soldados: fallé el intento de intercepcion del
cohete Patriot. Posteriormente se condujo un estudio
para determinar las causas de la falla: el sistema de con-
trol tenfa un contador en incrementos de una décima
de segundo. Mediante punto flotante, en la base bina-
ria utilizada por la computadora, 0.1 tiene un patrén
fraccionario que se trunca. Consecuentemente, la pre-
cisiéon de 24 bits del sistema Patriot, tenia un error de
diez millonésimas de segundo en su contador de tiem-
po. Al cabo de cuatro dfas el error se acumulé hasta
llegar a un tercio de segundo, lo cual implicé una des-
viacién de 700 metros. Para efecto de intercepcion del
projectil Scud, un error de 700 kilémetros hubiera pro-
ducido el mismo resultado final.
En el Centro de Estudios Avanzados del Instituto
Politécnico Nacional (Cinvestav) y el Instituto Mexi-
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cano del Petréleo (IMP), asi como en el Lawrence Berke-
ley National Laboratory en Estados Unidos, y el Institut
National de Recherche en Informatique et en Automa-
tique, en Francia, entre otros centros de investigacién,
se ha trabajado en el problema de la realizacién de
célculos digitales cientificos con precisién certera, es
decir, la obtencién de resultados en los cuales se puede
afirmar con certidumbre hasta qué digito decimal el
resultado es verdadero. Para el laboratorio de cémpu-
to, la precisién certera es andloga a lo que se conoce
en quimica como “cifras significativas”, un dato in-
dispensable para todos los anilisis de laboratorio.
Aunque existen paquetes numéricos como Mate-
mdtica (Wolfram) y Maple (Maplesoft) con los que se
pueden resolver algoritmos con precisién arbitraria o
nidmeros racionales exactos, su funcionamiento de “caja
negra” no permite verificar que las operaciones se ha-
gan de manera correcta, 6ptima o adecuada al proble-
ma en particular. Para el investigador es fundamental
tener la capacidad de verificacién de los resultados.
Por ende, el cémputo cientifico hoy en dfa se hace en
su mayor parte con los lenguajes FORTRAN y C. El
propésito de este articulo es describir cémo puede tra-
bajar un programador cientifico para lograr mejor pre-

cisién utilizando cualquiera de estos lenguajes.

¢Cuadl es la precision?
La precisién computacional estd determinada pri-
mariamente por la cantidad de digitos con los que

se efectdan las operaciones aritméticas, conocida a
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Cuadro 1. Digitos de precisién decimal para operaciones con nimeros enteros con respecto de la velocidad y tamano

de palabra.
Procesador Fecha Velocidad (gigahertz)
8088 1986 0.005
80286 1988 0.010
80386 1991 0.040
80486 1995 0.066
Pentium-I (586) 1997 0.200
Pentium-IV (686) 2003 3.000
amd64 2003 3.000

partir de la longitud de palabra del procesador. La pa-
labra establece el ndmero entero mas grande que se
puede representar con exactitud. En el procesador Intel
modelo 8088, por ejemplo, se tenfa una longitud de ocho
bits, que proporcionan un entero maximo de 256. Con-
catenando dos palabras de este procesador (precisién
doble) se pueden obtener cuatro cifras decimales signi-
ficativas. Como se puede observar en el Cuadro 1, el ta-
mafio de la palabra, y por ende la precisién, ha ido en
constante aumento.

Para un procesador con una longitud de palabra de
32 bits se obtienen 19 digitos decimales en precision
doble, mientras que para los procesadores de 64 bits
—de (ltima generacién— se obtienen 38. Generalmente
una decena de digitos decimales es suficiente para la
mayoria de los propésitos de cdlculo. El advenimiento
de la tecnologfa ldser implica que se pueden realizar
mediciones sobre objetos del mundo fisico con un cre-
ciente grado de exactitud. Esta informacién requiere de
mayor precisién en los cdlculos computacionales.

Al efectuar cada operacién aritmética se reduce, por
cuestiones de redondeo y truncamiento, el ndmero de
digitos significativos del resultado final. Cualquier
operacién aritmética sobre un nimero x para obtener
un resultado y incurre obligatoriamente en un error de
redondeo, Exy. Consecuentemente, si el valor x repre-
senta una cantidad con una tolerancia #+d, en el resul-
tado serd de =E con E = d+ Exy. Muchos algoritmos
de célculo, como los métodos de Newton-Raphson y
Runge-Kutta para resolver numéricamente ecuaciones
diferenciales que aparecen en los modelos de simula-
cién de plantas y procesos de refinacién, son sujetos a
una serie repetitiva de operaciones donde los resulta-
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Longitud Digitos decimales
Entero maximo de palabra (bits) en precision doble
28 8 4
216 16 9
232 32 19
232 32 19
232 32 19
232 32 19
264 64 38

dos se vuelven a alimentar como datos en cada itera-
cién. jHasta qué punto afectardn estos errores de
redondeo el resultado final? Eso no es sencillo de con-
testar, ya que el cdlculo del error supera en compleji-
dad al problema numérico. ;Qué se puede hacer al res-
pecto!

Por un lado se puede adquirir un procesador con
tamafio de palabra superior para trabajar con represen-
taciones numéricas de mayor longitud, pero un vistazo
al Cuadro 1 es suficiente para constatar que esto es
insuficiente. Né6tese que la velocidad del reloj de los
procesadores ha ido en constante aumento, pero la
razén de crecimiento en tamarfio de palabra no ha sido
equiparable. En menos de veinte afios, el hardware de
los procesadores multiplicé la velocidad de proce-
samiento por 600, mientras que la precisién de las
operaciones —determinada por el tamafio de palabra—
aumentdé tan sélo cuatro veces. La parte faltante del
aumento de precision en el hardware debe ser suplida
por métodos de software cada vez mds complejos. Al
aumentar la velocidad de procesamiento también se
abrié la posibilidad de aplicar métodos numéricos més
sofisticados, con un creciente nimero de operaciones
aritméticas. Ello también aumenta los errores por
redondeo.

Un ejemplo donde la precisién juega un factor im-
portante es la exploracién petrolera. Para la prospec-
cién geofisica se utiliza un modelo matemdtico basado
en inducir ondas sismicas y analizar los resultados me-
diante la ecuacién de onda. Con esto es posible prede-
cir la forma de las capas de roca bajo la superficie. Pero
los datos que se alimentan son cuantiosos, y el nime-

ro de operaciones que se tienen que realizar, muy ele-



vado. Suelen pasar dias antes de obtener un resultado
utilizable. La falta de precisién en mediciones y pérdi-
da de precisién en operaciones aritméticas induce un
margen de error, que cuando se aplica a la seleccién de
sitios para la perforacién de pozos puede llegar a costar
millones de délares. El aumento en la velocidad de los
procesadores ha hecho que el tiempo para obtener los
resultados vaya disminuyendo constantemente, pero
los resultados no son m4s exactos.

El error relativo se refiere al error de redondeo que
se presenta en cada resultado parcial al efectuar una
operacién aritmética, y afecta todas las operaciones
subsecuentes que utilizan el resultado parcial como
operando. Los errores relativos se acumulan, y cada
resultado parcial tiene asociado un error relativo total.
Algunos métodos para estimar los errores inducidos se
encuentran descritos en el trabajo de Miller y Spooner
(1975), donde se verifica que el anilisis de error eleva
al cuadrado la complejidad del algoritmo numérico.
Por dicho motivo, en la prictica el analisis de error
nunca se lleva a cabo.

Entonces, ;qué se puede hacer en cualquier rama
cientifica donde hay necesidad de exactitud en los
calculos para garantizar que los resultados tengan la
precisién requerida y no son simplemente iteraciones
sobre errores de redondeo?

Las metodologfas para acotar el error incluyen la
precisién arbitraria (donde se extiende hasta el limite
de la mdquina la memoria utilizada para almacenar los
digitos), los nimeros racionales (donde en lugar de
utilizar un punto flotante se almacenan dos nimeros
enteros para representar el cociente, p/q), la aritméti-
ca de intervalos (donde se va modificando un interva-
lo de confianza), y la aritmética de rangos (donde el
intervalo de confianza determina de manera dindmica

a la precisién arbitraria).

El lenguaje

Cuando el investigador busca precision en los

célculos, deberd cambiar la aritmética con la que

se efectian las operaciones escogiendo el método
que mis convenga. La utilizacién de cualquier méto-
do para incrementar la precisién implica un aumento
en la cantidad de operaciones que se efectian en el
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procesador. Por tanto, es imperativo escoger el lengua-
je de programacién idéneo. Una de las desventajas del
FORTRAN es que permite la programacién no estruc-
turada, la cual tiende a producir cédigo ejecutable
menos eficiente. Por ello, el programador que utilice
este lenguaje deber4 poner especial cuidado en utilizar
la sintaxis estructurada. Para el programador en C este
detalle no es tan importante, ya que el lenguaje mismo
es estructurado. Sin embargo es importante que se
considere el uso de FORTRAN cuando se cumplen las
dos siguientes condiciones:

El investigador dispone de un compilador de FOR-
TRAN-95 optimizado para la arquitectura del hard-
ware (por ejemplo, Lahey/Fujitsu para Windows/ Linux/
Solaris).

El algoritmo de cdlculo involucra aritmética vecto-
rial/matricial y los resultados de la aritmética matricial
en precisién doble no acarrea un error que pudiese ser
significativo (es decir, algoritmos con ciclos de itera-
cién breves).
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Cuando se cumplen estas dos condiciones, enton-
ces es aconsejable la utilizacion de FORTRAN-95
para aprovechar las funciones MATMUL, TRANS-
POSE, PRODUCT, SUM, MAXVAL vy otras que ge-
neran c6digo binario optimizado. Cuando se trabaja
Unicamente con aritmética escalar, es posible generar
binarios mas eficientes con C, y la seleccién del len-
guaje se convierte en una preferencia del programador.
Los programadores cientificos de instituciones como
el National Center for Supercomputing Applications
(NCsA), el Los Alamos National Laboratory (LANL), y el
Argonne National Laboratory (ANL), por citar unos
cuantos ejemplos estadounidenses, han obtenido bue-
nos resultados combinando los dos lenguajes, ya que
las instrucciones de FORTRAN-95 y C++ se pueden
enlazar en el programa ejecutable final. Una vez defi-
nido el lenguaje, resta determinar la metodologfa. Es
aconsejable para el programador cientifico no partir de
cero, sino aprovechar el cédigo ya escrito y comproba-
do que puede incorporar directamente en sus progra-
mas, o conjuntar en el paso de enlazamiento del cédi-
go maquina.

Lo arbitrario

La precision arbitraria es una extensién del forma-

to IEEE de punto flotante que permite almacenar

una cantidad variable de digitos. Esta modalidad se
limita dnicamente por la capacidad de memoria de la
computadora. Los ndmeros de precisién arbitraria se
expresan mediante un vector de palabras, donde cada
elemento representa una porcién de digitos de la man-
tisa, expresado en términos de una base numérica. La
base utilizada es la que mds convenga de acuerdo a la
arquitectura del procesador; comtnmente, el maximo
entero mostrado en el Cuadro 1. Por ejemplo, en una
computadora de 32 bits la base serfa B=2%. Algu-
nas computadoras son capaces de efectuar operaciones
aritméticas de punto flotante con mis velocidad, y
hay quien prefiere utilizar una base expresada en tér-
minos de un nimero de tipo punto flotante.

En la aritmética se aplican los métodos cldsicos.
Pero cuando los nimeros de precisiéon multiple rebasan
varios miles de digitos, se puede lograr una aceleracién
en la multiplicacién aplicando el método de Karatsuba,
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o bien haciendo una conversién a aritmética modular
y aplicando transformadas rdpidas de Fourier. Estas dos
técnicas estan descritas en el texto cldsico de Knuth
(1981).

Al efectuar una multiplicacién de dos nimeros de
n digitos, el producto que se obtiene consta de 2n digi-
tos, de los cuales se desechardn n. Es posible acelerar
el proceso de multiplicacién si los digitos sobrantes
no se incluyen dentro del algoritmo de multiplicacién
desde un principio. Sin embargo, no es conveniente des-
hecharlos todos, ya que esto implicarfa un mayor error
en el redondeo final. Los digitos a partir del n+1, con-
servados para el proceso de multiplicacién —y que se
desechardn después del redondeo final—, se llaman di-
gitos de guardia.

Existe una larga trayectoria en el desarrollo de c6-
digo de este tipo del cual puede hacer uso el investi-
gador en sus programas. Comienza con el trabajo MP
(Multiple Precision) de Brent (1978). MP fue el primero
que era independiente de la arquitectura del procesa-
dor y que contaba con rutinas para funciones especiales
(In, exp, sin) y constantes irracionales. Funciona con un
vector de enteros de precisién sencilla. Entre las fun-
ciones de MP encontramos la conversién de valores
enteros, reales y doble precisién a formatos MP y vi-
ceversa; operaciones aritméticas fundamentales, la ele-
vacién de potencias y cdlculo de raices. El c6digo esta
escrito en FORTRAN, y en la Universidad de Califor-
nia, Bailey (1995) hizo la conversién a FORTRAN-90
con lo cual se permite implementar el cédigo de una
manera mas natural. Y en el 2002 construye la inter-
fase C++ para mejorar los algoritmos y desempefios,
rebautizdndolo con el nombre de ARPREC. Para el
programador cientifico, el cédigo fuente de ARPREC
es de acceso libre en el sitio http://crd.Ibl.gov/~dhbai-
ley/mpdist/ para su inclusién en programas de cémputo
de investigacion en FORTRAN-95 o0 C++.

ARPREC representa un esfuerzo norteamericano
por facilitar los calculos digitales con precision. Por
otro lado tenemos GMP, que representa un esfuerzo
europeo. Este cédigo esta disponible en http://www.
swox.com/gmp/. La meta de GMP es la de proporcionar
el cédigo con mayor velocidad de ejecucién y mejor
desempefio. Para ello se vale de cddigo especial para
los distintos tipos de procesadores. Su utilizacién en pro-



gramas de cémputo de investigacion es libre, asf como
su utilizacién en proyectos comerciales.

GMP es sustancialmente mds rdapido que AR-
PREC, tiene implementada la aritmética racional y
existe codigo compatible para realizar aritmética de
intervalos. Su interfase es de C y FORTRAN-77.
ARPREC, por otro lado, es compatible a C++ y FOR-
TRAN-95 y dispone de todas las funciones vec-
toriales y matriciales intrinsecas que lo hacen una
poderosa herramienta. No es dificil construir un ejecu-
table que haga uso de ambas bibliotecas de manera
simultdnea, si el algoritmo asf lo requiere.

Lo racional

Los niimeros racionales son aquellos que se pueden

expresar como el cociente de dos niimeros enteros,

p/q. Para la codificacién de estos niimeros, se alma-
cenan dos variables enteras de precisién arbitraria por
cada nimero. Después de cada operacién aritmética,
se reducen estos enteros con su mayor comdn divisor
para evitar que crezcan de manera innecesaria. Los
enteros p y q se manejan de manera exacta. En el
momento en que la memoria de la computadora sea
insuficiente para expresar a p o ¢ con todos sus digitos,
el cdlculo se detiene con un mensaje de error. Por
tanto, si el programador cientifico desea exactitud, la
aritmética racional es una buena opcién.
Pero si s6lo desea tener certeza de la preci-
sién, puede optar por una metodologia de

aritmética de intervalos.

Los intervalos
Con la aritmética de intervalos cada nd-
mero real se aproxima por dos ndmeros
con representacion digital exacta, y la
aritmética se efectiia sobre estas parejas. El
primero representa una cota inferior y el se-
gundo una cota superior.
La aritmética de intervalos es importante
por las siguientes razones:
e DPuede ser utilizada para realizar cdlcu-
los digitales con cotas garantizadas so-
bre los errores de todas las fuentes.
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e DPuede ser utilizada para resolver problemas no
lineales, como la solucién a sistemas de ecua-
ciones no lineales y la programacién no lineal.

El redondeo y la estabilidad con aritmética de in-
tervalo requiere especial atencién. Cuando se realiza
la aritmética en una computadora digital, es necesario
tratar con los errores inducidos por redondeo de una
manera dirigida. El redondeo hacia abajo de un ntime-
ro x es el menor niimero representable por la maquina
que sea mayor o igual a x, y el redondeo hacia arriba
convierte a x en el mayor nimero representable por la
méquina que sea menor o igual a x. Uno de los proble-
mas es que un algoritmo iterativo puede ser inestable,
es decir, el intervalo puede crecer demasiado. Este es
uno de los principales inconvenientes.

Existen varios esfuerzos por codificar subprogra-
mas de cémputo para la aritmética de intervalos. Uno
de los mds completos, escrito por Yohe (1979), inclu-
ye todas las funciones propias del FORTRAN ANSI.
Sin embargo, el ndimero médximo de digitos en que
pueden ser representados los intervalos estd limitado
por el tamafio de las variables de tipo REAL, lo que en
una arquitectura de 32 bits y representacién [EEE-S-
754 significa un intervalo de operacién entre +108
y 11038.53‘

También existe el trabajo de Jansen y Weidner (1986),
quienes introdujeron el software ACRITH, disefiad en
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FORTRAN-77, y que cuenta con subrutinas para la
inversién de matrices, clculo de valores propios y calcu-
lo de la raiz de un polinomio. Los métodos de redondeo
utilizados son el redondeo hacia arriba, hacia abajo,
m4s cercano y a cero. Las desventajas son que no pue-
de combinarse con otros subprogramas para el mane-
jo de precisién multiple. Ademds, la parte medular del
cédigo estd escrito en ensamblador para una arquitec-
tura IBM/370, la cual es obsoleta.

El c6digo INTLIB, publicado por Kearfott (1994),
estd escrito en FORTRAN-77 y su disefio est acorde a
la filosoffa de los subprogramas de 4lgebra lineal de c6-
digo abierto BLAS (Basic Linear Algebra Subprograms), lo
cual le permite su utilizacién conjunta: una poderosa
opcién. Desafortunadamente, su precisién queda redu-
cida a la aritmética de punto flotante de doble precision.
Como punto favorable est4 su interfase FORTRAN-90,
que permite definir las variables de manera intrinseca
y sobrecargar las funciones aritméticas a los operado-

res convencionales.
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Algunos compiladores de FORTRAN-95, como
el de SUN, ya proporcionan aritmética de intervalos
como una extensién propia. Por otro lado, el centro
de investigacién INRIA en Francia ha desarrollado la
biblioteca MPFI que permite utilizar aritmética de in-
tervalos en base a GMP y estd disponible de manera
libre para su inclusién en cédigo FORTRAN y C++:
(heep://pauillac .inria. fr/cdrom/proglunix/mpfif/fra.htm).

Los rangos

La aritmética de rangos conjunta las técnicas ante-

riores combinando la aritmética de intervalos con

la precisién multiple. De esta manera se maneja en
memoria Gnicamente la precisién que el intervalo re-
quiere, haciendo més eficiente el procesamiento y op-
timizando los recursos de cémputo.

Jones (1984) propuso un sistema para hacer arit-
mética de rangos. En su propuesta utiliza un formato
de precisién multiple para evitar los errores por trun-
camiento. Se almacenan valores para definir el limite
superior e inferior de precisién, manteniendo restrin-
gida la precisién de la amplitud del intervalo. Defi-
niendo una regla de significancia, basada en la preserva-
cién de la precisién sobre la amplitud del intervalo, se
eliminan los digitos no significativos después de cada
operacién, acotando asi el crecimiento en el ndmero
de cifras conforme avanza el célculo. Mediante las re-
glas de significancia, Jones demostré que con un nime-
ro modesto de digitos de guardia se puede garantizar
una tasa baja de pérdida de precisién. Y aunque los
resultados expuestos por Jones son significativos y pro-
metedores, no existe desde su publicacién un esfuerzo
por codificar las rutinas que hiciera uso de las reglas de
significancia.

El esfuerzo m4s cercano est4 en el trabajo de Aberth
y Schaefer (1992). Codificaron una biblioteca en C++
para la aritmética de rangos, pero que carece de las
reglas de significancia necesarias para evitar la pérdida
de precisién. Por ejemplo, se guarda el valor del inter-
valo como un solo nidmero, lo cual es un error.

Para el programador cientifico que se interesara por
la utilizacién de rangos, seria conveniente revisar el
cédigo de Aberth y Schaefer para introducirle las re-
glas de significancia de Jones.



En fechas recientes se ha notado un renacimiento
en la utilizacién de aritmética de rangos. Este interés
se debe en parte a la mejora sustancial en poder de
procesamiento y la creciente necesidad de cdlculos
mds precisos. Por ejemplo, para sistemas de procesa-
miento de sefiales de punto flotante realizado en el
2003 por Fang y colaboradores (2003), o el dimensio-
namiento de circuitos analégicos por Lemke y colabo-

radores (2002).

Conclusiones

En algunos casos quizd no sea necesario aplicar

uno de los métodos descritos con anterioridad.

Puede ser suficiente pensar en binario, lo cual no
es dificil. Sélo hay que recordar el sistema inglés de
medicién: la pulgada no se divide en décimas, sino que
se divide en fracciones, todas potencias de 2, tales como
1/2, 1/4, 1/8, 1/16, 1/32, 1/64. Al dividir un intervalo
0 un drea, o asignar valores para un incremento, esta
forma de fraccionar la unidad es digitalmente m4s exac-
ta que la divisién decimal.

Los programas que extienden la precisién requie-
ren de mayor tiempo de cémputo. Pero el avance en la
velocidad de procesamiento y las posibilidades de rea-
lizar cémputo en paralelo auguran que su utilizacién
en el futuro serd cada vez mayor. Para estar a la van-
guardia en el desarrollo de programas de cémputo hay
que saber cémo extender la precision y fiabilidad de
los resultados computacionales.

Hay gran cantidad de lineas de cédigo fuente ya
escritas que el investigador puede usar para desarrollar
sus propios programas, y as{ dedicar sus esfuerzos a esa
caracterfstica o idea tnica que marca el trabajo como
propio. Cuando se quiere ver mds lejos conviene, como

hizo Newton, pararse sobre los hombros de gigantes.
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