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La danza incesante de las
MOLECULAS

Norbert Wiener fue el primer matematico que demostré la exis-
tencia de un modelo que cumple con las caracteristicas estipuladas
por Einstein en su célebre articulo sobre el movimiento de las par-
ticulas suspendidas en un liquido estacionario. A continuacién se
aborda la importancia del movimiento browniano para la ciencia y
la matematica, asi como la historia alrededor de la contribucion de

Wiener a esta teoria.

La materia... (¢es continua o discreta?
a disyuntiva sobre la estructura de la materia nos plantea la idea de si siempre
podemos continuar subdividiéndola; esto es, si es en cierto sentido continua
o si hay un limite para esta subdivisién, lo que implica una estructura discre-
ta de la materia. Ya en tiempos de los antiguos griegos fue aventurada la idea
de que la materia es discreta y se construye a partir de 4tomos, bloques fundamen-
tales, como plantearan Leucipo y Demdcrito, principalmente. El romano Lucrecio
defiende la teorfa atémica en su libro De rerum natura (Sobre la naturaleza de las
cosas), en el que encontramos la siguiente descripcién muy acertada y poética del
movimiento (browniano) de las particulas de polvo, en la que apoya su prueba de
la existencia de los 4tomos. Se basa en una experiencia muy comun:

Observe lo que sucede cuando los rayos de sol penetran en un edificio e iluminan sus
zonas oscuras. Verd una multitud de pequefias particulas danzando de muchas maneras.
Su danza es una indicacién de los movimientos subyacentes de la materia que escapan a
nuestra vista. Se origina por los 4tomos que se mueven por si mismos, espontdneamente.

Entonces, esos pequefios cuerpos compuestos (como las particulas de polvo) se po-
nen en movimiento por el impacto de los golpes invisibles de los 4tomos, y a su vez im-
pactan a cuerpos mds grandes. Asf, el movimiento se transmite a escalas mas grandes y
gradualmente emerge al nivel de nuestros sentidos. Esto causa el movimiento de las par-

ticulas que vemos en los rayos del sol, causado por golpeteos que permanecen invisibles.

Una version moderna de la observacién anterior ocurriria cuando vemos un

rayo de luz emitido por un proyector, ya sea en el cine o en una conferencia. Sin
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embargo, muchas de las discusiones antiguas sobre la
estructura de la materia se basaban méas bien en este
tipo de argumentos filoséficos y no tanto en la expe-
rimentacion.

Mas adelante, durante el siglo xiX, la hipStesis ato-
mista fue considerada mds sistemdticamente por los
quimicos, dado su interés por las sustancias y sus
interacciones. Sus experimentos los llevaron,
por ejemplo, a postular que las sustancias
se componen por moléculas que estin
en movimiento incesante dentro de
un fluido. Esta agitacién explica
por qué los fluidos tienden a lle-
nar el recipiente o volumen que
los contiene, propiedad cono-
cida como expansibilidad.

Es al quimico inglés John
Dalton a quien debemos
una formulacién muy
precisa de la hipdtesis
atomista: cada sustancia
(elemental) estd compues-
ta por una forma determi-
nada de particulas riguro-
samente idénticas, mismas
que pasan por las diferentes
transformaciones quimicas
sin subdividirse. Dalton fue
conducido a la hipdtesis atomis-
ta gracias a sus investigaciones
acerca de la llamada ley de propor-
ciones muiltiples, que estipula que si
cada dos sustancias elementales —mds
tarde llamadas simplemente elementos— se
combinan para formar un compuesto, encontra-
mos que en general la proporcién entre las masas de
los elementos se expresard casi siempre como cociente
de dos enteros pequefios. Por ejemplo, el carbén y el
oxigeno pueden reaccionar para formar mondxido o
biéxido de carbono. En el primer caso, la proporcién
de masas es de 1 a 1, mientras que en el segundo caso
es de 2 a 1. Sin embargo, para Dalton todavia no que-
daba clara la distincién entre dtomos y moléculas, lo
que lo llevé a algunas conclusiones erroneas. Esta ley
de proporciones multiples ya era una indicacién sobre
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la estructura discreta de la materia, mas implica poder
conocer los pesos de los dtomos, en relacién de los
unos con los otros.

Para determinar los pesos atémicos faltaba, sin em-
bargo, una pieza de informacién que permitiera cono-
cer al menos uno de ellos, para asi poder determinar el
resto a partir de la ley de proporciones mudltiples. Esta
informacion se encontraria en otra rama de la cien-
cia: la fisica, especificamente en la teorfa cinética de
los gases. Esta describe a los gases como una gran co-
leccién de particulas pequefias que se encuentran en
movimiento incesante. Una observacién experimental
es la de la hipétesis de Amedeo Avogadro: volimenes
iguales de gases diferentes —bajo las mismas condicio-
nes de temperatura y presién— contienen igual ndmero
de moléculas. A esta cantidad se le conoce como nu-
mero de Avogadro. Mas la pieza tedrica clave para su
determinacién experimental es el movimiento brow-
niano, y fue introducida por Albert Einstein.

A 1905 se le conoce como el “afio milagroso” de
Einstein, dado que publicé tres articulos fundamen-
tales para la fisica. El primero de ellos trata sobre el
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movimiento browniano. Su titulo es “Sobre el mo-
vimiento de pequefias particulas suspendidas en un
liquido estacionario, como requiere la teorfa cinéti-
ca-molecular del calor”, y el primer parrafo contiene la
frase: “Es posible que los movimientos que se discutirdn
aquf sean idénticos al llamado movimiento browniano
molecular; sin embargo, los datos a los que tengo acce-
so sobre éste son tan imprecisos que no me fue posible
formarme un juicio al respecto.”

;Y qué es el movimiento browniano? En 1828 el
botanista inglés Robert Brown publicé el articulo
“Un breve reporte sobre observaciones microscopicas
de particulas contenidas en el polen de las plantas”.
Al observar bajo el microscopio granos de polen sus-
pendidos en agua, se dio cuenta de que presentaban
un movimiento cadtico e incesante sin una direccién
determinada. El movimiento serfa similar al de las par-
ticulas de polvo a las que apela Lucrecio. Al principio,
Brown pensé que dicho movimiento podria ser una
manifestacion de la vida contenida en las particulas de
polen, idea que rechazé al realizar experimentos con
sustancias inorgdnicas. De hecho, el fenémeno se pre-
sentaba en una gran cantidad de circunstancias y era
una especie de molestia para los microscopistas, por lo
que se difundié ampliamente el nombre de movimien-
to browniano aunque no hubiera explicaciones para él.

Einstein imaginé la siguiente consecuencia del
modelo cinético de los gases. En un liquido se suspen-
den cuerpos de tamafio microscépicamente visible.
Entonces, debido a los movimientos de las moléculas
que conforman el liquido y que son mds pequefias, la
particula macroscépica observard un movimiento cad-
tico, provocado por el golpeteo en todas direcciones
de las moléculas. Einstein fue més all4 para precisar el
modelo probabilistico subyacente, al calcular la pro-
babilidad de que la particula macroscépica se encuen-
tre hasta cierta posicién en determinado tiempo. En
la Figura 1 se esquematiza esta situacién: se observan
particulas grises que se mueven en todas direcciones
—las posiciones anteriores se ilustran con la cola de las
particulas pequefias—y que impactan a una m4s grande.

Luego, mediante consideraciones fisicas, relacion6
los pardmetros de su modelo con el nimero de Avoga-
dro. Su articulo presenta una teorfa fisica, la teorfa ci-

nética del calor, junto con un método para determinar



- - -
@ - . E -
- " ¢ s 'j s v L]
. s, F - - - a ®
U - - L
s . * . ’l
s ® av B . - -
. . ™
v - . s J ', e ~ T
- w g L - LY - . L . [.
L ] ™ - -
- : s . % & & ™ o a -
- L]
. . ¥ - ™ -
- . ] e b v
- - ., ad - - .r - ®
- + @ . *a . s ® 0
& 2 + a = v -
L] - L L -
L]
' e x & °.3 - ™ ~ ..
- - -.' - - ' ™ T [ ] '.-
» L - L
e ‘ B (S (L
'. « v P s . o I »
- . - L] -
- &
’ ak " . " [ a W & e .t
- -
-
. . v * » g » at - "
.
. e A s T L w L a™
. - " ]
. . o ¥ - L
e > an i "e L s N -
- L] - ]
4 15'. - . 3 -
- g ad L - "
. -
astP 2 .. . 4 " B - .5
L] ] L
4 .
4 - :‘ - 4 8 [ . l-‘ a
ag * * "= 'h.‘ " 2 o ™ -' a .
== w L]
- . -
s L . . "

Figura 1. Esquematizacion de un gas conformado por particulas pe-
quefas (en gris). La estela color gris claro en cada particula apunta hacia
su posicion una unidad de tiempo atras. Hay una particula mucho mas
grande (en negro) con la cual hay colisiones.

experimentalmente el nimero de Avogadro, lo cual
darfa sustento a las teorfas atémicas de la materia.

La aportacién de Einstein dio origen a una serie de
experimentos que realizé Jean Perrin. Se dice que este
trabajo resulté en la aceptacién de la teorfa atomista
de la materia. Perrin gané el Premio Nobel de Fisica
en 1926, y el titulo de su conferencia fue “La estructura
discontinua de la materia”.

En la Figura 2 se reproduce uno de los restimenes vi-
suales que hace Perrin de sus experimentos, publicado
en el articulo “El movimiento browniano y la realidad
molecular”. Se trata del registro de la posicién de tres
particulas coloidales con un radio de 0.53 micréme-
tros, vistas bajo un microscopio. De la figura, Perrin
comenta: “Uno se da cuenta con tales ejemplos de qué
tan cerca los matemdticos estan de la verdad al recha-
zar, por instinto légico, la admisién de las pretendidas
demostraciones geométricas que se dan como eviden-
cia empirica de la existencia de tangentes en cada pun-
to de una curva.”

Las figuras de Perrin muestran la posicién de las
particulas en dos dimensiones. Si s6lo nos fijamos en

el desplazamiento vertical, obtenemos el llamado mo-

La danza incesante de las moléculas

vimiento browniano unidimensional, en el cual nos
enfocaremos a continuacion.

Pasemos ahora a la teorfa matemdtica del movi-
miento browniano, pues ahi Norbert Wiener tuvo una
contribucién fundamental. Incidentalmente, la ante-
rior frase de Perrin fue una motivacién importante para
el trabajo de Wiener, como lo comenta en la segunda
parte de su autobiografia titulada Soy un matemadtico.

® La teoria matematica del movimiento
browniano

Como sabemos, el cdlculo es una de las herramien-
tas fundamentales de la matemadtica y tiene aplicacio-
nes muy amplias en diversas disciplinas cientificas. Fue
desarrollado por Isaac Newton y Gottfried Leibniz a
mediados del siglo xvil. En esta etapa inicial, los méto-
dos dejaban ciertas imprecisiones que fueron resueltas
durante un largo periodo de rigorizacién por matema-
ticos como Augustin Louis Cauchy, Karl Weierstrass y
Bernhard Riemann.

Uno de los conceptos basicos en el célculo es el de
derivada, cuya interpretacién geométrica es la de dar
la pendiente de la recta tangente a una curva en un
determinado punto.

Aunque ficilmente se pueden construir curvas que
no admiten derivadas en algiin punto (por ejemplo,
poniendo una especie de esquina), para las aplicacio-

Figura 2. Registro de la posicion de tres particulas coloidales con un
radio de 0.53 micréometros vistas bajo un microscopio. Original en Les
atomes, de J. Perrin.
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nes podia resultar natural argumentar que la curva con
la que se estaba trabajando admitfa una derivada. A
este tipo de argumentaciones podria haberse referido
Perrin con su expresién sobre “las supuestas demostra-
ciones geométricas”.

Durante el periodo de rigorizacién del calculo se
formalizaron las definiciones de funcién y derivada, y
en particular fue una sorpresa absoluta la construccién
~hecha por Weierstrass— de una curva que no admitfa
derivadas en ningin punto. Esta funcién se obtenia
con un procedimiento limite que suma cada vez mds
y més funciones periédicas de tipo sinusoidal. Este
tipo de limites fueron estudiados a profundidad a
principios del siglo xix y ahora los conocemos como
ejemplos de series de Fourier, dentro de la disciplina
del andlisis de Fourier o analisis arménico. En la Fi-
gura 3 apreciamos cuatro etapas en la construccién de
Weierstrass de su funcién sin derivadas.

Observemos cémo sucesivamente van apareciendo
més puntos en los que la curva cambia abruptamente
de ser descendente a ser ascendente. Matemdticamen-
te, consideramos la serie

Cos2x Cos4x Cos8x Cosl6x+

+ + +
o2 2 4

y las graficas se obtienen al considerar 2, 4, 6 y 11 tér-
minos.

El titulo de la segunda parte de la autobiografia de
Norbert Wiener es muy claro: él se ve a sf mismo como
un matemadtico, independientemente de su trabajo en
otras dreas de la ciencia. Como él mismo dice, uno de
sus primeros trabajos importantes dentro de la disci-
plina fue la construccién del movimiento browniano
como objeto matemdtico. Esto es, describié al movi-
miento browniano como una funcién aleatoria. Téc-
nicamente, su trabajo consistié en construir una teoria
de integracién en el espacio —infinito dimensional— de

VAV AW AN

Figura 3. Aproximaciones a una de las funciones sin derivadas de
Weierstrass.
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funciones continuas definidas en el intervalo [0,1] y
con valores reales, y fue equivalente a la construccién
de una medida de probabilidad en dicho espacio. Este
trabajo lo publicé en 1923 con el titulo “Differential
Space” y, como él mismo comenta, pasaron muchos
afios para que se reconociera su importancia. Cabe
sefialar que Wiener convierte la frase de Perrin en el
siguiente resultado matemadtico: con probabilidad 1,
el movimiento browniano no es diferenciable en nin-
gln punto, tal como la funcién de Weierstrass.

El trabajo “Differential Space” cobré importan-
cia en el mismo periodo en que se desarrollaron otras
construcciones del movimiento browniano, por parte
de Andréi Kolmogérov en 1933, en su célebre tratado
Fundamentos de la teoria de la probabilidad. Es impor-
tante enfatizar que el trabajo de Wiener precedié por
diez afios al de Kolmogérov, quien da una regla general
—conocida como el teorema de consistencia de Kol-
mogdrov— para construir medidas en espacios infinito
dimensionales, as{ como un criterio —el llamado cri-
terio de continuidad de Kolmogérov— para lograr que
la medida se pueda construir en el mismo espacio
que abordé Wiener. El trabajo de Kolmogérov coinci-
di6 con la publicacién por Wiener de un tratado que
tiene un lugar central en su obra —Andlisis armdénico
generalizado, en colaboracién con Raymond Paley—
y en el que dio una segunda construccién mucho
mas sencilla del movimiento browniano. Asi, a
Wiener usualmente se le recuerda por describir al mo-
vimiento browniano como una serie de Fourier aleato-
ria, y su primera construccién de 1923 no es tan am-

pliamente utilizada. La construccién de Wiener tiene

la forma
\/IGOt+\/ZG1 Sml-t_l_\/zGl SmZ-t+
T V4 1 V4 2
EGI Sin3-t %G] Sin4-t+w
T 3 T 4

En 1939 Paul Lévy propuso una construccién mu-
cho mas simple que la de Wiener, y es la que encon-
tramos en los libros de texto actuales, porque tiene
propiedades adicionales. La construccién de Lévy es
similar a la de Wiener, salvo que remplaza a las funcio-
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Figura 4. Aproximaciones al movimiento browniano mediante la construccion de P. Lévy.

nes sinusoidales por funciones tipo “tienda de campa-
fia”, como en la Figura 4.

Como conclusién, cabe sefialar que el movimiento
browniano a veces se denomina proceso de Wiener y es
una de las funciones aleatorias con mayor importan-
cia dentro de la teorfa de la probabilidad. Adn 90 afios
después de su construccién matemdtica, es un ejemplo
vigente y sobre el cual existe una amplia investigacion.

El autor agradece el apoyo econémico de DGAPA-UNAM, a
través del Proyecto paPiT IA101014 sobre Procesos Infi-

nitamente Divisibles, para la realizacién de esta resefia.
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